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1.1. Apuntes de historia de las matema´ticas.
En la cultura mediterra´nea cla´sica, que incluye a Egipto, Grecia y el Imperio
Romano entre otros pueblos, los primeros conocimientos que podemos considerar
como matema´ticos consist´ıan en procedimientos algor´ıtmicos para resolver pro-
blemas aritme´ticos y geome´tricos concretos que se planteaban en diferentes con-
textos de la vida de estos pueblos. Por ejemplo, en el terreno de la geometr´ıa, en
Egipto cada an˜o hab´ıa que volver a marcar los l´ımites de los campos de cultivo
despue´s de la crecida del Nilo. Un procedimiento que usaban para trazar l´ıneas
perpendiculares consist´ıa en usar cuerdas cerradas con nudos que, al tensarlas,
formaban tria´ngulos recta´ngulos (ﬁgura 1). Se trata de casos particulares del que
posteriormente se denomino´ teorema de Pita´goras.
Figura 1: Herramienta de los agrimensores egipcios.
Memorias XV Encuentro de Geometr´ıa y III de Aritme´tica
Algunos papiros encontrados, como el papiro de Rhind y el de Moscu´ (ﬁgura
2), nos muestran otros conocimientos matema´ticos de los egipcios, en todo caso
ligados a necesidades comerciales, religiosas, etc.
Figura 2: Fragmento del papiro de Moscu´
Por otra parte, en Grecia se empezo´ a crear un cuerpo de conocimientos, propios y
ajenos, formados por propiedades geome´tricas descubiertas por me´todos manipu-
lativos o mediante dibujos exactos. Los sabios de esa e´poca llegaban a convencerse
de la veracidad de una propiedad por medio de experimentos de dibujo y medicio´n.
Tales de Mileto fue el primer matema´tico de la cultura mediterra´nea que justi-
ﬁco´ la veracidad de las propiedades descubiertas utilizando argumentos lo´gicos.
Tales de Mileto (aprox. 640 - 545 a.c.)
En la misma e´poca vivio´ Pita´goras, que ha conseguido llevarse la fama de un
teorema que, como ve´ıamos antes, ya era conocido en la cultura mediterra´nea,
aunque no como teorema demostrado sino como regla pra´ctica.
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Pita´goras (aprox. 580 - 500 a.c.)
Por su parte, Euclides fue el primer matema´tico que recopilo´ los conocimientos
geome´tricos de su tiempo y los estructuro´ a partir de un sistema axioma´tico, de
forma que todos los teoremas se demuestran deriva´ndolos mediante las reglas de
la lo´gica de axiomas, deﬁniciones y teoremas ya demostrados.
Euclides (aprox. 365 - 300 a.c.)
Fue tal el e´xito de los “Elementos” de Euclides que durante ma´s de 2200 an˜os han
sido el libro de texto con el que se ha ensen˜ado a demostrar a los estudiantes de
matema´ticas. De hecho, buena parte de la geometr´ıa escolar actual sigue estando
vinculada, de forma ma´s o menos directa segu´n los pa´ıses, a los “Elementos”. El
estilo de presentacio´n ha cambiado a lo largo del tiempo, pero no el contenido ni
la forma, como se aprecia en la ﬁgura 3.
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Figura 3: Los Elementos de Euclides (Libro I, proposicio´n 47) en diversas e´pocas
Debemos esperar hasta ﬁnales del siglo XIX para encontrar un cambio signiﬁca-
tivo en la estructura de las matema´ticas aceptada por los matema´ticos profe-
sionales. Durante el siglo XIX hab´ıan surgido varias “geometr´ıas no eucl´ıdeas”
al cuestionar la validez del “axioma de las paralelas”. Alrededor del an˜o 1900,
Hilbert lidera un movimiento de matema´ticos que, para resolver este problema
en el sistema axioma´tico de los “Elementos”, que afectaba a los fundamentos de
las matema´ticas, deﬁnen una nueva estructura de las matema´ticas basada en unas
reglas de demostracio´n y en un sistema de axiomas que cumplieran los criterios
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de la lo´gica moderna, en particular los referentes a la necesidad de consistencia y
completitud del sistema axioma´tico.
Hilbert (1862 - 1943 d.c.)
No obstante, pronto se vio que la perfeccio´n de la estructura matema´tica creada
por Hilbert no es completa, pues Go¨del demostro´ en 1931 el “teorema de incom-
pletitud”, que aﬁrma que ningu´n sistema axioma´tico suﬁcientemente amplio como
para incluir la aritme´tica elemental puede ser consistente. En otras palabras, hay
aﬁrmaciones de las que es posible demostrar que son al mismo tiempo verdaderas
y falsas.
Go¨del (1906 - 1978 d.c.)
En todo caso, algo en lo que esta´n de acuerdo todos los matema´ticos desde Tales
de Mileto hasta la actualidad es en que la demostracio´n es el criterio va´lido para
conﬁrmar la veracidad de un teorema. Pero este acuerdo es so´lo de principios, pues
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a lo largo de la historia ha ido cambiando el concepto de “demostracio´n” e, inclu-
so en la actualidad, hay un vivo debate en el seno de la comunidad matema´tica
internacional sobre que´ es demostrar y que´ tipos de procedimientos son demostra-
ciones y cua´les no lo son.
1.2. Apuntes de historia de la dida´ctica de las matema´ticas
La dida´ctica de las matema´ticas (o educacio´n matema´tica), entendida como la
disciplina que se ocupa de todos aquellos factores que tienen que ver con los
procesos de ensen˜anza y aprendizaje de las matema´ticas, es un campo cient´ıﬁ-
co reciente, que empieza a estructurarse y organizarse a mediados del siglo XX,
despue´s de la Segunda Guerra Mundial. No obstante, podemos encontrar trazas
de dida´ctica de las matema´ticas desde la ma´s remota antigu¨edad, all´ı donde ha
habido alguien preocupado por co´mo ensen˜ar matema´ticas de la mejor manera
posible o por entender co´mo y por que´ se producen los progresos y las diﬁcultades
de los estudiantes de matema´ticas.
As´ı, en una de las obras ma´s conocidas de Plato´n, sus “Dia´logos”, podemos leer
un dia´logo idealizado entre Meno´n y So´crates sobre la esencia del aprendizaje y
la ensen˜anza de las matema´ticas.
Plato´n (aprox. 427 - 347 a.c.)
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La parte ma´s conocida de este dia´logo es aque´lla en la que So´crates explica a
Meno´n su concepcio´n del aprendizaje de las matema´ticas y se la muestra con la
ayuda de un esclavo de Meno´n al que va ensen˜ando, mediante un dibujo hecho en
la arena y sus preguntas y comentarios, a construir un cuadrado con a´rea doble
de la de otro cuadrado dado. La esencia del pensamiento de So´crates respecto del
aprendizaje de las matema´ticas sigue en vigor en la actualidad como metodolog´ıa
de ensen˜anza, el “me´todo socra´tico”.
So´crates (aprox. 470 - 399 a.c.)
Meno´n: Consiento en ello, So´crates. Pero ¿te limitara´s a decir simplemente que
nosotros nada aprendemos, y que lo que se llama aprender no es otra
cosa que recordar? ¿Podr´ıas ensen˜arme co´mo se veriﬁca esto?
. . . . . .
So´crates: Dime, joven: ¿sabes que esto es un cuadrado?
Esclavo: S´ı.
. . . . . .
So´crates: Si este lado fuese de dos pies y este otro tambie´n de dos pies, ¿cua´ntos
pies tendr´ıa el todo? Conside´ralo antes de esta manera. Si este lado
fuese de dos pies y este de un pie so´lo, ¿no es cierto que el espacio
tendr´ıa una vez dos pies?
Esclavo: S´ı, So´crates.
So´crates: Pero como este otro lado es igualmente de dos pies, ¿no tendra´ el
espacio dos veces dos?
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Esclavo: S´ı.
So´crates: ¿Luego el espacio tiene dos veces dos pies?
Esclavo: S´ı.
So´crates: ¿Cua´ntos son dos veces dos pies? Dı´melo despue´s de haberlos contado.
Esclavo: Cuatro, So´crates.
So´crates: ¿No podr´ıa formarse un espacio doble que e´ste y del todo, semejante,
teniendo como e´l todas sus l´ıneas iguales?
Esclavo: S´ı.
So´crates: ¿Cua´ntos pies tendr´ıa?
Esclavo: Ocho.
So´crates: Vamos, procura decirme cua´l es la longitud de cada l´ınea de este otro
cuadrado. Las de e´ste son de dos pies. ¿De cua´nto ser´ıan las del cuadro
doble?
Esclavo: Es evidente, So´crates, que sera´n dobles.
So´crates: Ya ves, Meno´n, que yo no le ensen˜o nada de todo esto y que no hago
ma´s que interrogarle. E´l imagina ahora saber cua´l es la l´ınea con que




En este fragmento del dia´logo, So´crates gu´ıa al esclavo hacia la solucio´n del pro-
blema, de manera que, probablemente de forma consciente, le hace llegar a la
solucio´n incorrecta de suponer que si el a´rea del cuadrado se duplica, tambie´n
la longitud de sus lados se ha duplicado. Este error, derivado de no entender la
multilinealidad de las medidas de longitud, a´rea y volumen, sigue estando pre-
sente en las clases de matema´ticas de todo el mundo. Una vez que So´crates le ha
mostrado a Meno´n que el esclavo no sabe la respuesta correcta, el dia´logo sigue
con una sucesio´n de preguntas mediante las cuales gu´ıa al esclavo a darse cuenta
de que su anterior respuesta es erro´nea y a “recordar” la solucio´n correcta del
problema.
Del mismo modo que hasta comienzos del siglo XX no se producen cambios en
la concepcio´n de la estructura axioma´tica de las matema´ticas, tampoco hay cam-
bios en la concepcio´n de la ensen˜anza de la demostracio´n. Dichos cambios se van
produciendo poco a poco, a partir de los an˜os 1960 y antes o despue´s segu´n los
pa´ıses o las tradiciones culturales, como reﬂejo de los nuevos puntos de vista de los
matema´ticos profesionales, y como aplicacio´n de los resultados de la investigacio´n
en dida´ctica de las matema´ticas que trata de encontrar maneras de facilitar a los
estudiantes el aprendizaje de la demostracio´n.
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As´ı, observando libros de texto de diferentes e´pocas (ﬁgura 4), se nota que en
las u´ltimas de´cadas se ha pasado del estilo tradicional, totalmente formalista, a
una diversidad de estilos de ensen˜anza, que se traducen en diferentes formas de
presentar las demostraciones.
Elementos, 1576 Texto de 1934
Texto de 1965
Texto de 1998
Figura 4: La propiedad de que “cada diagonal de un paralelogramo lo divide en
dos tria´ngulos congruentes” en libros de texto de diferentes e´pocas.
Podemos observar tres formas principales de presentar las demostraciones en los
libros de texto escolares recientes:
La demostracio´n “de dos columnas” (ﬁgura 5). Es t´ıpica de los pa´ıses sajones, en
particular de EE.UU. Se caracteriza por tener una estructura r´ıgida que presen-
ta la informacio´n en dos columnas: En la columna de la izquierda se escriben las
aﬁrmaciones o deducciones que conforman el desarrollo lo´gico de la demostracio´n.
En la columna de la derecha se escriben las justiﬁcaciones de la veracidad de las
aﬁrmaciones escritas en la otra columna.
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Conjetura Una diagonal de un paralelo-
gramo divide al paralelogramo
en dos tria´ngulos congruentes.
Datos ABCD es un paralelogramo.
AC es una diagonal de ABCD.
Demostrar ABC ∼= CDA
Aﬁrmaciones justiﬁcaciones
1. AB‖CD 1. Son lados opuestos de ABCD.
2. 1 ∼= 2 2. Son a´ngulos alternos internos.
3. 3 ∼= 4 3. Son a´ngulos alternos internos.
4. AC es un lado comu´n
de ABC y CDA.
4. AC es una diagonal de ABCD.
5. ABC ∼= CDA. 5. Por el criterio ALA de congruencia de tria´ngulos.
Figura 5: Demostracio´n de dos columnas
La demostracio´n mediante “diagramas de ﬂujo” (ﬁgura 6). Es muy visual y per-
mite ver con facilidad las relaciones entre las partes de la demostracio´n. Este estilo
esta´ presente casi exclusivamente en libros de textos producidos como resultado
directo de investigaciones dida´cticas. Su inconveniente es que so´lo resulta u´til en
demostraciones poco complejas, si bien la mayor´ıa de las demostraciones que se
pueden hacer en Secundaria son suﬁcientemente simples para poder representar-
las de esta manera.
Figura 6: Demostracio´n mediante diagrama de ﬂujo
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La demostracio´n “verbal” (ﬁgura 7). Es habitual en los libros de texto espan˜oles,
y se caracteriza por presentar un texto escrito que se corresponde ﬁelmente con
el discurso verbal del profesor en la pizarra. En algunos casos, la forma escrita es
ma´s estructurada y en otros casos lo es menos.
Figura 7: Dos ejemplos de demostracio´n verbal
1.3. Un importante problema para la dida´ctica de las mate-
ma´ticas.
Nadie niega la importancia que tiene la forma de escribir una demostracio´n en la
facilidad para entenderla, pero e´ste es un aspecto puramente formal y secundario
en relacio´n con lo que, desde el punto de vista dida´ctico, son los problemas clave:
¿Que´ es para los estudiantes demostrar una aﬁrmacio´n matema´tica?
¿Que´ procesos mentales tienen lugar durante este aprendizaje?
¿Co´mo aprenden a demostrar los estudiantes?
La respuesta a la primera pregunta se puede formular de manera muy simple:
Para un estudiante, igual que para un matema´tico profesional, demostrar una
afirmacio´n matema´tica es dar un argumento que convenza de que dicha afirma-
cio´n es verdadera. Pero este enunciado aparentemente tan simple esconde unas
sutilezas importantes:
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Los argumentos que produce un estudiante son los que le resultan convin-
centes a e´l mismo, es decir los que acepta cuando los recibe del profesor,
otro estudiante, etc.
Un estudiante puede no quedar convencido por el argumento proporciona-
do por otra persona (por ejemplo su profesor), del mismo modo que un
profesor puede no quedar convencido por el argumento proporcionado por
un alumno.
Esto quiere decir que el te´rmino “demostrar” puede tener signiﬁcados
diferentes para distintos interlocutores, ma´s t´ıpicamente, para el profesor y
sus alumnos. Si dos interlocutores dan signiﬁcados diferentes a este te´rmino,
no lograra´n entenderse (Jaime, Gutie´rrez, 1990; Gutie´rrez, Jaime, 1998).
As´ı, este problema tiene varios componentes, conjuntos de subproblemas que es
necesario considerar si queremos tener una visio´n adecuada del problema global
del aprendizaje de la demostracio´n:
Las creencias de los estudiantes sobre las matema´ticas y la demostracio´n
matema´tica y su inﬂuencia en la forma de resolver problemas.
Las creencias de los profesores sobre las matema´ticas y la demostracio´n
matema´tica, y su inﬂuencia en las creencias de los estudiantes y en los
procesos de ensen˜anza y aprendizaje.
Los diversos grados de evolucio´n de las concepciones de demostracio´n mate-
ma´tica de los estudiantes y de sus capacidades para realizar demostraciones.
En la siguiente seccio´n me centrare´ en el tercer componente, que da respuesta a
las dos u´ltimas preguntas que he planteado ma´s arriba.
2. El proceso de aprendizaje de la demostracio´n
desde la o´ptica de los Niveles de Razonamien-
to de Van Hiele
El modelo de razonamiento matema´tico de Van Hiele nos ayuda a dar respuesta
a la segunda pregunta planteada en la seccio´n anterior. Este modelo constituye
la teor´ıa de aprendizaje y ensen˜anza de las matema´ticas ma´s inﬂuyente en la ac-
tualidad, especialmente en la ensen˜anza de la geometr´ıa. El modelo de Van Hiele
plantea la existencia de cinco niveles de razonamiento matema´tico a lo largo de
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los cuales progresan los estudiantes desde sus primeros pasos en el jard´ın de in-
fancia hasta los estudios ma´s especializados de investigacio´n en el post-grado o
como matema´ticos profesionales. Muy esquema´ticamente, las caracter´ısticas de
los niveles son (Jaime, Gutie´rrez, 1990):
Pierre M. van Hiele en 1999.
Nivel 1: Descripciones o comparaciones de ﬁguras geome´tricas basadas en ele-
mentos o propiedades f´ısicos, con frecuencia irrelevantes. Percepcio´n global de las
ﬁguras, como un todo.
Nivel 2:Reconocimiento expl´ıcito de los elementos o propiedades matema´ticos de
las ﬁguras. Capacidad de razonamiento matema´tico emp´ırico o inductivo.
Nivel 3: Capacidad para relacionar lo´gicamente propiedades, realizar clasiﬁca-
ciones lo´gicas y deﬁnir objetos geome´tricos. Capacidad de razonamiento matema´-
tico deductivo informal.
Nivel 4: Capacidad de razonamiento matema´tico deductivo formal Se compren-
den la estructura axioma´tica de las matema´ticas y sus componentes (axiomas,
deﬁniciones, teoremas, etc.).
Nivel 5: Capacidad para analizar la estructura de un sistema axioma´tico y para
relacionar lo´gicamente diferentes sistemas axioma´ticos o sus componentes. Por
ejemplo, se puede comparar la suma de los a´ngulos de un tria´ngulo plano y de
un tria´ngulo esfe´rico.
Es evidente que el quinto nivel de razonamiento queda completamente fuera de
los objetivos de la ensen˜anza de las matema´ticas en Secundaria, por lo que no le
prestare´ atencio´n en adelante. Por otra parte, para el tema que estamos tratan-
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do ahora, me interesa destacar las caracter´ısticas de los niveles de Van Hiele
que tienen que ver espec´ıﬁcamente con la habilidad de demostracio´n (Gutie´rrez,
Jaime, 1998):
Nivel 1: No hay demostracio´n. La veracidad de una aﬁrmacio´n se justiﬁca porque
es evidente en una ﬁgura geome´trica que se esta´ observando, y la aﬁrmacio´n es
cierta so´lo en esa ﬁgura.
Nivel 2: Demostracio´n emp´ırica. La veracidad de una propiedad enunciada se de-
muestra veriﬁca´ndola experimentalmente en uno o ma´s ejemplos. La demostracio´n
consiste en analizar uno o ma´s ejemplos observa´ndolos y realizando mediciones,
transformaciones, recuentos, etc.
Nivel 3: Demostracio´n deductiva informal. La veracidad de una propiedad enun-
ciada se demuestra mediante un argumento deductivo abstracto informal. La de-
mostracio´n consiste en crear el argumento deductivo abstracto despue´s de analizar
ejemplos para identiﬁcar propiedades matema´ticas visualmente o realizandomedi-
ciones, transformaciones, recuentos, etc. Estas demostraciones, aunque son deduc-
tivas, no cumplen los requisitos del lenguaje matema´tico formal. Los estudiantes
pueden comprender pequen˜as demostraciones formales explicadas por el profesor,
pero no son capaces de hacerlas por s´ı mismos.
Nivel 4 y 5: demostracio´n deductiva formal. La veracidad de una propiedad enun-
ciada se demuestra mediante un argumento deductivo abstracto formal. En este
nivel se llega a producir las demostraciones deductivas formales aceptables por
los matema´ticos profesionales.
Como se puede notar, el modelo de Van Hiele plantea que aprender a demostrar
es un proceso largo, durante el cual los estudiantes van modiﬁcando poco a poco
su concepcio´n de demostracio´n al mismo tiempo que van aprendiendo te´cnicas de
demostracio´n cada vez ma´s soﬁsticadas. El modelo de Van Hiele tambie´n plantea
que no podemos pedirle a los estudiantes de un nivel de razonamiento que realicen
demostraciones correspondientes a otro nivel superior. Esto, llevado a la pra´ctica
escolar, quiere decir que no podemos pretender que estudiantes de Secundaria
que nunca han hecho demostraciones empiecen a realizar de manera comprensiva
demostraciones formales. Por el contrario, este camino hacia el aprendizaje de
las demostraciones formales no tiene atajos y hay que recorrerlo al ritmo de
los estudiantes, no al ritmo de los libros de texto o los curr´ıculos escolares. No
cabe esperar que los estudiantes medios consigan realizar demostraciones formales
complejas antes de terminar Secundaria. Un progreso o´ptimo razonable de los
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estudiantes medios, si la ensen˜anza es adecuada, es (ﬁgura 8) que los estudiantes
pasen del nivel 1 al 2 durante los u´ltimos cursos de Primaria, del nivel 2 al nivel
3 durante la segunda mitad de Secundaria y que, al terminar Secundaria, parte
de los alumnos hayan llegado a realizar demostraciones formales sencillas propias
del inicio del razonamiento de nivel 4.
Figura 8: Progreso o´ptimo del nivel de razonamiento de los estudiantes de Pri-
maria y Secundaria.
3. El proceso de aprendizaje de la demostracio´n
desde la o´ptica de los tipos de demostraciones
producidas por los estudiantes.
El modelo de Van Hiele plantea la necesidad educativa de distinguir las demostra-
ciones emp´ıricas (nivel 2) y las deductivas (niveles 3 a 5). Por otra parte, in-
vestigaciones dida´cticas que han analizado las demostraciones producidas por
estudiantes de diferentes habilidades y cursos han mostrado que es conveniente
analizar ma´s detalladamente las demostraciones correspondientes a cada nivel de
razonamiento, pues se observa que los estudiantes, aun requiriendo el mismo ni-
vel de razonamiento, pueden producir demostraciones bastante diferentes. Estas
investigaciones nos ayudan a contestar la tercera pregunta que planteaba en la
seccio´n 1.3.
En muchas ocasiones, un estudiante no entiende por que´ hay que demostrar de-
ductivamente una aﬁrmacio´n matema´tica. Esto ocurre generalmente porque, para
e´l, se trata de una aﬁrmacio´n obvia o porque ya la considera suﬁcientemente de-
mostrada por las mediciones o transformaciones que ha realizado con algunos
ejemplos adecuados. En algunas investigaciones se ha visto que, despue´s de pre-
sentar y explicar suﬁcientemente a los estudiantes una demostracio´n deductiva,
e´stos no quedan convencidos y dicen que es necesario realizar mediciones en ejem-
plos concretos para asegurar la veracidad del enunciado (Fischbein, 1982).
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As´ı pues, previo al problema de ensen˜ar a demostrar a los estudiantes, esta´ el de
identiﬁcar las creencias de los estudiantes al respecto y saber que´ les convence y
que´ no les convence de que una aﬁrmacio´n matema´tica es cierta. El progreso en
la habilidad de los estudiantes para hacer demostraciones cada vez ma´s deducti-
vas, abstractas y formales debe ir precedido por un cambio en sus creencias sobre
que´ demostraciones son va´lidas y cua´les no lo son. Diversos autores dan cuenta de
los resultados de investigaciones en las que exploraron las fuentes de conviccio´n de
estudiantes de los diferentes niveles educativos. Sus conclusiones apuntan a que,
inicialmente, muchos estudiantes se convencen de que una propiedad matema´tica
es cierta porque se f´ıan de alguna fuente de informacio´n externa a ellos (convic-
cio´n externa). Segu´n De Villiers, esta fuente de conviccio´n externa puede ser (De
Villiers, 1991, 1992):
El libro de texto, el profesor o un alumno aventajado, que han aﬁrmado que la
propiedad es cierta ( conviccio´n autoritaria). En ocasiones la “demostracio´n” da-
da por estos estudiantes es simplemente la aﬁrmacio´n de que dicha propiedad o
resultado es cierto.
Ver una demostracio´n de esa propiedad escrita en el estilo de las demostraciones
formales (conviccio´n ritual). Por ejemplo, en EE.UU. se ensen˜aba hasta hace
pocos an˜os casi exclusivamente la demostracio´n de dos columnas. En este con-
texto, muchos estudiantes aceptaban o rechazaban una demostracio´n segu´n que
estuviera escrita o no en este formato.
Ver o hacer transformaciones de expresiones simbo´licas (generalmente algebraicas)
relacionadas con esa propiedad (conviccio´n simbo´lica). Aunque esta forma de de-
mostracio´n es va´lida y puede dar lugar a demostraciones correctas, aqu´ı me reﬁero
al caso de estudiantes que no comprenden el signiﬁcado del enunciado que tratan
de demostrar y que, por tanto, se limitan a aceptar, o realizar, transformaciones
simbo´licas aunque e´stas carezcan de utilidad o sean matema´ticamente erro´neas.
Por lo que respecta a los estudiantes de Secundaria, es muy interesante la clasi-
ﬁcacio´n de Balacheﬀ, el cual identiﬁca las dos categor´ıas de demostraciones que
ya he mencionado anteriormente, las emp´ıricas (que e´l llama “pragma´ticas”) y
las deductivas (que e´l llama “conceptuales”). Para las demostraciones emp´ıricas,
Balacheﬀ introduce una clasiﬁcacio´n en varios tipos de demostraciones basada en
analizar los motivos por los que los estudiantes usan los ejemplos para demostrar
los enunciados. Estos tipos son (Balacheﬀ, 1988a, 1988b, 2000):
Empirismo na¨ıf. Se basa en la veriﬁcacio´n del enunciado que hay que demostrar
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en unos pocos ejemplos, normalmente elegidos de manera aleatoria. Con mucha
frecuencia los estudiantes se conforman con veriﬁcar un u´nico ejemplo. Se trata del
tipo ma´s ba´sico de demostraciones, las primeras que producen de manera auto´no-
ma los estudiantes de Secundaria cuando los profesores les piden por primera vez
que demuestren algu´n enunciado. La ﬁgura 9 muestra un ejemplo de empirismo
na¨ıf, pues el estudiante se conforma con contar las diagonales de n pol´ıgono y
generalizar el resultado.
Figura 9: ¿Cua´ntas diagonales tiene un pol´ıgono de n lados?.
Experimento crucial. Se basa en la seleccio´n cuidadosa de un ejemplo con el con-
vencimiento de que si la conjetura es cierta en este ejemplo, lo sera´ siempre.
Este tipo de demostracio´n supone un paso adelante respecto del anterior en el
camino hacia las demostraciones abstractas. Ahora los estudiantes empiezan a ser
conscientes de la inﬁnidad de posibles ejemplos y de que no basta con veriﬁcar
unos pocos pero no pueden veriﬁcarlos todos. Para solventar esta diﬁcultad, eli-
gen ejemplos que, aun siendo particulares, sean “lo menos particulares posible”,
es decir que sean similares a la mayor parte de los ejemplos que se les pueden
ocurrir a los estudiantes. La ﬁgura 10 muestra un ejemplo de experimento crucial,
evidente al explicar el estudiante que elige “cualquier tria´ngulo”.
Figura 10: ¿Es verdad que los a´ngulos de cualquier tria´ngulo suman 180◦? Justiﬁca
tu respuesta.
Ejemplo gene´rico Se basa en la seleccio´n y manipulacio´n de un ejemplo que actu´a
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como representante de su clase, por lo que la demostracio´n, aunque sea particu-
lar, pretende ser abstracta y tener validez para toda la clase representada. Este
tipo de demostracio´n supone un nuevo paso adelante respecto de los anteriores
en el camino hacia las demostraciones abstractas. Ahora los estudiantes ya son
conscientes de que ningu´n ejemplo es va´lido “por s´ı mismo”, por lo que buscan
ejemplos que actu´en como representantes de su familia o clase. Al mismo tiempo,
los estudiantes empiezan a usar propiedades abstractas en sus demostraciones,
aunque esta´n claramente referidas al ejemplo seleccionado. La ﬁgura 11 mues-
tra un ejemplo de este tipo de demostracio´n. El estudiante ya no usa valores
nume´ricos concretos, sino que busca propiedades abstractas generales para hacer
la demostracio´n. No obstante, esta demostracio´n es emp´ırica porque se limita a
describir la construccio´n de la ﬁgura y no usa las propiedades matema´ticas nece-
sarias.
Figura 11: Demuestra que la suma de los a´ngulos interiores de un tria´ngulo es
180◦.
Para las demostraciones deductivas, Balacheﬀ distingue los siguientes tipos:
Experimento mental. Se trata de una demostracio´n deductiva abstracta organi-
zada a partir de manipulaciones de ejemplos concretos. Como preparacio´n de
la demostracio´n, los estudiantes interiorizan las acciones realizadas durante la
experimentacio´n (generalmente observacio´n o transformacio´n de ejemplos), las
disocian de esas acciones concretas y las convierten en propiedades abstractas
que utilizan para construir un argumento abstracto deductivo. Con frecuencia
estas demostraciones aluden a acciones y es posible identiﬁcar en ellas un de-
sarrollo temporal, reﬂejo de la secuencia de manipulaciones y observaciones rea-
lizadas. La ﬁgura 12 muestra un ejemplo de experimento mental. El estudiante
ha dibujado algunos ejemplos y al observar el proceso de dibujo ha identiﬁcado
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un procedimiento de conteo que ha transformado en la fo´rmula y despue´s en la
demostracio´n verbal de la validez de dicha fo´rmula.
Figura 12: ¿Cua´ntas diagonales tiene un pol´ıgono de n lados?.
Una caracter´ıstica de los experimentos mentales es que, generalmente, se pueden
suprimir los ejemplos que acompan˜an a la demostracio´n (en este caso los tres
pol´ıgonos de la esquina) sin que e´sta pierda informacio´n o deje de ser compren-
sible. Por el contrario, en los ejemplos gene´ricos, los ejemplos usados por los
estudiantes forman parte de la demostracio´n, por lo que generalmente, si los
suprimimos, la parte de demostracio´n que queda pierde informacio´n o carece de
signiﬁcado. Ca´lculo simbo´lico Se trata de demostraciones basadas en la transfor-
macio´n de expresiones simbo´licas formales. La ﬁgura 13 muestra un ejemplo de de-
mostracio´n mediante ca´lculo simbo´lico (procedimiento t´ıpico de la trigonometr´ıa
estudiada en Secundaria).
Figura 13: Trata de demostrar que la suma de los a´ngulos de cualquier tria´ngulo
acuta´ngulo es 180◦.
Probablemente porque los resultados proceden de experimentos con estudiantes
de Secundaria, no suﬁcientemente avanzados, la tipolog´ıa de Balacheﬀ no analiza
en profundidad las demostraciones deductivas formales. Ma´s recientemente, en
591
Memorias XV Encuentro de Geometr´ıa y III de Aritme´tica
Harel, Sowder (1998) se han propuesto varios tipos de demostraciones deductivas
que completan la clasiﬁcacio´n de Balacheﬀ. Por otra parte, como resultado de
investigaciones dida´cticas que hemos hecho en la Universidad de Valencia, hemos
integrado y ampliado las clasiﬁcaciones de Balacheﬀ y de Harel y Sowder deﬁnien-
do unas nuevas categor´ıas que permiten describir de manera ma´s pormenorizada
la actividad de los estudiantes cuando resuelven problemas de demostracio´n (Ma-
rrades, Gutie´rrez, 2000). Mi objetivo en este texto es presentar una introduccio´n a
la problema´tica de la demostracio´n matema´tica en el contexto de los estudiantes
de Secundaria, por lo que no voy a analizar los tipos de demostraciones formales
ni las categor´ıas ma´s detalladas mencionados antes. Los lectores interesados en
profundizar en este tema pueden encontrar ma´s informacio´n en mi pa´gina web.
4. Conclusio´n
Para terminar, quiero insistir en la necesidad de considerar que en la tarea de
aprender a demostrar, la destreza en la comprensio´n y realizacio´n de demostra-
ciones formales es so´lo el paso ﬁnal del camino, un paso que la mayor´ıa de estu-
diantes de Secundaria no llegara´n nunca a dar. Ma´s au´n, un paso que la mayor´ıa
de estudiantes de Secundaria no necesitan dar y que, si los profesores se empen˜an
en llegar a e´l salta´ndose los pasos anteriores, so´lo lograra´n resultados contrapro-
ducentes, como la incomprensio´n y el bloqueo de sus alumnos. Lo que s´ı es fun-
damental en Secundaria es lograr que los estudiantes entiendan la necesidad de
demostrar y que hagan demostraciones por los medios de que sean capaces segu´n
su destreza matema´tica y su entrenamiento.
Por otra parte, cada profesor debe intentar, en la medida de las posibilidades
econo´micas y de instalaciones de su centro, aprovechar al ma´ximo las ventajas que
le ofrecen los nuevos medios informa´ticos, en especial los programas de ordenador
de geometr´ıa dina´mica como Cabri o Sketchpad. Hay numerosas investigaciones
que demuestran que el software de geometr´ıa dina´mica es un excelente medio
para ayudar a los estudiantes de Secundaria a iniciar y aﬁanzar el aprendizaje
de la demostracio´n matema´tica. Aunque tambie´n debemos tener en cuenta que
algunas de estas investigaciones nos alertan de problemas que pueden surgir si no
se hacen las cosas con cuidado.
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